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PARTE  I. 
Sui  caratteri  di  convergenza 


vi  1.  -        MI  che  se  la  serie  a  termini  positivi 

oc 

f  rrn) 

è  divergente,  condizione  necessaria  (ma  non  sufiBciente)  perchè 
la  serie  pure  a  termini  positivi 

(2)  *5  u, 

1 

sia  convergente,  è  che  il  limite  del  prodotto  u  (?(n)  per  n=yo 
-j-     sia  zero. 

0  Se  dunque 

1  li"^  r    .  "I  ^ 

%         (3)  u„     (n)      >  o  , 

-  n=^  _| 

^     la  serie  CJ)  è  divergente.  • 
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Un  -teorema  analogo  a  questo  e  che  ci  fornisce  invece  un 
criterio  di  convergenza,  è  il  seguente  :  Se  la  serie  (1)  è  con- 
verge/ite  e  se  per  la  serie  (2)  è  verificata  la  condizione  : 

lim  I"  n 

(4)  ^^^^  I   Un  ?  (n)   I  - 

dove  1  è  una  quanti  là  finita  qualsiasi,  la  serie  (2)  è  conver- 
gente. 

Infatti,  poiché  il  prodotto  u„  (i^  (n)  tende  al  limite  finito  1, 
esisterà  un  valore  finito  1  >  \  tale,  che  per  un  valore  sufficien- 
temente grande  di  n  e  per  i  successivi,  si  abbia 

Un  <  1  .  ^  (n)  . 

Quando  dunque  si  è  raggiunto  un  tale  valore  di  n,  risulta: 

Un  +  U„-fl4    +  U  n4-n,<  1      -^4-  — +  ^  ' 


o(n)     (?(n  +  l)      '"*>(n  +  mj' 

e  poiché,  aumentando  indefinitamente  >/.  la  somma  in  paren- 
tesi ha  per  limite  zero,  si  ha  qualunque  sia  V  intero  m  . 

lim 

(un  +  u„-fi  4-           +  U„fm)  =  0  , 

n=oo 

ciò  che  prova  la  convergenza  d(dla  s(M'ie  data. 
Prendendo  ad  esempio 

9  (n)  =  n  log  n    ,      (n)  =  n  log  n  .  log'  n  ,  


la  serie  (1)  risulta  divergente  e  (luindi  la  l'clazione  (r'^)  ci  for- 
nisce altrettanti  caratteri  di  divergenza  per  la  serie  (2). 
Prendendo  invece 

^  k 
(;)  (n)  =  n  (log  n)    ,    9(11)      n  log  n  (  log' u  )  ,  


con  k  >  1,  la  serie;  (1)  n  coiivci'geiitf;  (ì  (|  11  ìndi  l;i  (4)  ci  dà 
altrettanti  caratteri  di  convergenza  ixm-  la,  serie  (2), 


l\setnpiu.  —  Si  consideri  la  st-rii! 


?   (MI  ]  ' 


dove  ^  (n)  r  nn;i  t'nn/ì'tiK'  '-Ip'  ;ni!!i."iit:i  in-lrfìnifMnifnt»'  cnji 
Avendosi  allora  ; 

liin   r  "I        lini    ,     r.         l    "1  '  '"^ 

n    >^  L  J      "     ^        L        ;  '   '  _l 

risulta  (la  quanto  precede:  Le  due  serie  (1)  e  (b)  sono  con  ter- 
f/i'ttfi  o  (lirrrf/cnfi  tiìsintio, 

\h\  (|U(»sto  teorema  (che»  ncj^Hi  ordinari  trattati  ì»  dimostrato 
(•un  procedimento  lussai  più  laborioso),  si  (h'duce  facilmente  la 
nota  condizione  di  converjyr<»nza  per  un  prodotto  infinito,  purché 
si  abbia  cura  di  metterlo  sotto  la  forma 

(B)  (  1  -  a..) 


S  --  La  condiziono  di  conviM'^enza  del  prodotto  infinito 
(0)  può  dimostrarsi  anche  direttamente,  senza  passare  per  il 
logaritmo  del  i)rodotto  stesso,  come  si  fa  comunemente  nei 
trattati. 

Infatti  se  s'  indica  con  pk  il  prodotto  dei  primi  k  fattori, 
si  ha  : 

P  =  Pi     (  Pi— Pi  )  -r  (Pi— Pt)  -f  r  (  Po  —  p»  1  )   

ce  ce 

==Pl  -r    *V  (p..  —  Pn-l)    =»   p;    -r    5'   pa^l  aa 

2  2 
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Di  guisa  che,  se  al  posto  di  pn-i  si  sostituisce  successiva- 
mente pi  e  P,  si  ha  rispettivamente  : 

oo  co 

(7)  P>p,  (l+AS'an)  ,   P<   (purché  sia  ò'a„  <  1) 

2  ^  - 

1  —  o  an 

2 

Ciò  posto,  si  supponga  che  la  serie 

oo 

(8)  S  a„ 

sia  convergente  e  la  sua  somma  minore  di  1;  la  seconda  deUe 
(7)  dimostra  allora  che  il  prodotto      è  convergente. 

Se  poi  la  serie  (8)  è  bensì  convergente,  ma  la  sua  sonmia 
non  è  minore  di  1,  esiste  un  numei-o  intiM'o  e  positivo  /,•  per  il 

quale  la  somma  della  serie  convergente  a„  è  miiiDre  di  1 

k+1 

Ed  allora  il  prodotto  infinito 

p  -  (  1  +  a  K  H  )   (  1  +  :U  i  e  )   

è  convergente,  e  perciò  ò  [)mv  cdiu cri^vnlc  il  jìi-odotio  infinito 
dato 

P  =  l>k  I-  p 

Se  viceversa  il  prodotto  P  ò  convcr^viite,  dalla  |»riina  (7) 
risulta  che  è  pure  convergente  la  scric  (S). 

Si  trova  così  la  nota  condizione^  necessaria  e  sulììcicnie  ])(m- 
la  convergenza  d'un  prodotto  infiiìito. 

Se  si  considera  il  prodotto  infinito  (('))  dove  a,,  m   a,.  

sono  quantità  reali  o  immaginarie,  i)onendo 

I  an  1  =  a^a   ,   p\  =  (l  +  tt/)  (1  ;  a/)  ......  (1 +  a'K)  , 

risulta  : 


oc  'X 

1 


E  siccome 


«hiaro  che  in  conrergenz>         prodoNo  in  finito  (6)  ' 
rfPHSf'f/ucnzn  nercss/iria  deità  ronrcrgcìi za  dclT  altro  prodotto 

co 

infinito  P  {\        \  \ 
1 


§  3.  —  Il  canittiTO  di  convergenza  di  un  proiiotto  infin 
srrvire  in  certi  ciusi  per  stabilire  la  convergenza  di  una 
Se  ad  esempio  si  iia  la  serit» 

cv)  oc 

1  r?n—i)  la 


aS'      Un  - 

1  1 


n--l)"| 


poi  remo  scrivere 


1 


*      1  a 

Uq  = 


"  _  3_    _o  -1  n--l  _1  

"°  ~  2  •   4  •  L'I.  ~ 

('-t)('-t)  • 


d' onde  moltiplicando  : 


è 


2 

(9) 


Ora  se  si  pone  : 

P-('-i)('-ir)  ['-^.r} 

e  si  applica  il  carattere  di  convergenza  dei  prodotti  infiniti,  si 
riconosce  che 

lini 

Pu  =  li  , 

n==oo 

essendo  Jt  una  quantità  finita  e  determinata. 
Scritta  la  (9)  sotto  la  forma 


2 


=  Ìni'-  in)   ■  l'"' 


si  deduce  da  essa 


a  a 

2"      ri.       1  ^ 


n  .  Uu 


e  quindi  ; 


E  poiché  il  secondo  m('m])ro  ò  una  (iiiniililA  (iiiila  e  deter- 
minata e  la  serie  ^  _L  e  convergente  o  divergente  secondo 


n 

che  a  >  2  0  2,  si  conclude  (§  1):  La  aerle  data  è  conver- 
gente per  «  >  2,  divergente  per  «  ^  2. 
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§  \.  Quando  il  oritorio  di  convergenza  di  Cnnchy^  fon- 
dato Milla  considenizione  del  rajìporto 

(10) 

Un 

^  inefficace,  per  efi.sore  il  limite  di  quel  rapporto  epruale  al- 
l'unitA,  si  suol  ricorren*  al  me*od<)  di  Oatrss  o  a  quello  di 

Duini  ilici . 

Messo  il  rapporto  (10)  sotto  la  forma 

Uni  1 

n.       "   l4.a„  ' 

•  •  iimIm  eli»'  la  srrif  data  i*  ronv^'rpcnti»  o  divert;ente  sec(»ndo 
'  ho  il  limite  por  n  x  d«  l  prodotto  '  '  t  i  *  rispettivamente 
iiiMirjfiore  o  minore  di  1. 

i^)uesto  nuovo  criterio  h  inefficace  quando  sia 

lini 

(  n  ao  )  =  1  , 

n  X. 

e  a  to^rlicrc  in  tal  ca.so  l' incertezza  può  servire  qualche  volta 
il  seguente  criterio  complementare.  Si  metta  il  prodotto  n  an 
sotto  la  forma 

n  a„       1  h„ 

(  dove  naturalmente  la  quantità  hn ,  per  n  -=  x)  ha  per  limite 
si  cerchi  il  limite  del  prodotto  n  b„  . 
Se  questo  limite  è  un  numero  finito  ).   lo  srrir  (taf 
h'rctyrntr. 

infatti  per  un  valore  sutlicioiiu  iiu'nlo  grande  di  n  deve  essere: 

n  bn  <  k  , 

•  ssendo  k  >  ). ;  e  allora  si  deduce  successivamente: 
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Risulta  quindi  : 

1 


l+a„    -    1  . 

n 


e  a  più  forte  ragione  : 

1  1 


1  +  ao         .    ,1  / .        k  k 


1  + 


-  (  1  +  —  +  -T  +  ) 

n  \  n       ir  / 


Cloe  : 


1  n— k  Un -fi  n— k 

>  - — r— 7       ,    > 


1  +  an        n— k-fl       '  Un  n— k  +  1 

Ora  se  si  considera  la  serie 

oo  oc 


S  Vu  =  S  — 


n-k 


1  1 

la  quale,  per  essere  k  costante,  è  divergente,  si  ha  appunto  : 

Vn4-i   _     n— k 
Vn     "~  n+1— k  ' 

e  perciò  risulta  : 

Un  +  l      ^        V  n  +  l 
Un  ^  V„ 

La  serie  data  è  quindi  divergente,  come  volevasi  dimostrare. 
Esempio.  —  Si  abbia  la  serie 

oo  ^  ■ 

(11)       u„  =  .9  I  (2-  J/"c)(2-  //"^)  (2-  v^T) 

Essendo  : 


11 

"—,111  11 

y    ,     =  1   +   _+_-._+___.  ^  

risulta  ; 

n_  1  n  _  l 

y  G    >  l  +  —     ,      2  -  V  e    <  1  

n  n 

Avendosi  quindi  : 

il  tcM-mine  generale  della  serie  (11)  tonde  a  zero,  e  cosi  oi  ri 
inane  indeeisa  la  natura  della  serie».  —  Siccome  pni  : 

no         .  ^111 


Un-,  -  -    >     ^'         ^  ,j  1.2* 


0  quindi  : 

lini 


Imi  /__^in_\  _  j 
n=x.    \  u„_i  / 


il  criterio  di  Cdurln/  presenta  un  eas(ì  dul)l)io. 
Scrivendo  allora  : 


Un  ,  1 

  =  2-  y  e  =  

U  n-l 


1   _     y    ^     ~    ^  ' 

2  —  yV 

si  trova  nel  nostro  caso  : 


y  e  —  1 

an  =   


2  —  y  e 


e  quindi  : 


Ma  poiché  di  qui  si  deduce 


lim 


(n  au)  =1  , 


neppure  il  criterio  di  Buliarucl  è  decisivo. 
Applicando  allora  V  ultimo  teoroma,  si  ha  : 


d'  onde  : 

lim  3 

(  n  h,.  )  =  - 

n=oo  2 

Quest'  ultimo  risultato  prova  che  la  scric  dnla  c  dircrf/oìfc. 

§  5.  —  L'altro  criterio  ben  noto  di   convei'ii'tMi/.a,  fou(ìato 

II 

sulla  considerazione  della  (piautitA  \  u,,  .  prosinola  iucertezza 
quando 


un 


n 


(12) 


\  u,.       1  . 


n=oo 


Tn  tal  caso  ponendo: 


(13) 


y  Un  —  1  —  a, 


Il  , 


si  deduce: 


ri 

Un  =  (  1  —  a,.  )  = 


—  n  a.n 
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Om  poielu',  al  crescere  infiffìnito  di  iì,  ila  lui  por  limito  zoro 


ini 


] 


rÌ8ulta 


mi  (  n  :i  ) 


lini 


Ili 


(  Il  :i 


MiMtiVo  r  lillilO, 


il  ti»rraino  generali*  ti  avrebbe  un  limite  e  diverso  da  stero,  e 
quindi  la  serio  data  sarebbe  Uro  divergente. 

fermini  positi  ti  (2) 

t   Itiitum  I  a  nuli  /énh/inn>/..>i  ulc  titttnnHi  i,(lo  e  HHSSistC  la  {  12), 

si  potrà  scricere  la  (13)  nr/la  f/i"''  ^  .. .  w, 


ilìì 


Mia  ' 


Ciù  p(»slo,  si  può  dimostnire  eli.  rie  ila 

fjt  '  /  /  Vi  0  ed  1  lulCf  che  sia  : 


IMI 


(t'H  11  (iirersit  df 
Infatti,  essend» 


Un 


1  ".I 


l-p  \  j^n 


r     n  "  •  / 

|_(l-a„)'^'J  ( 


1' espressione  che  si  eleva  alla  potenza  ha  por  limite  e,  e 
quindi  a  un  certo  punto  essa  diviene  minore  di  un  certo  tiu* 


14 


-  h 

mero  a  compreso  fra  1  ed  e  .A  partire  da  questo  punto,  i  ter- 
mini della  serie  data  sono  minori  dei  termini  corrispondenti 
della  serie 

(14)  nP  (n  +  l)P  (n+2)P 

a       ,         a  ,  a   


e  quindi  a  più  forte  ragione  minori  dei  termini  della  serie  che 
si  ricava  dalla  (  14  )  sostituendo  a  p  V  inversa  d'  un  numero 

intero  maggiore  di  — . 

P 

Si  sarà  quindi  certi  della  convergenza  della  serie  data,  se 
riesciremo  a  dimostrare  che  è  convergente  la  serie  ricavata  dalla 
(  14  )  nel  modo  indicato. 

Se  in  questa  serie  aggruppiamo  i  termini  in  guisa,  che  nel 
primo  termine  di  ciascun  gruppo  V  esponente  di  a  sia  un  nu- 
mero intero,  avremo  una  serie  di  gruppi  successivi  analoghi 
al  seguente: 

kq  +  1  kq+2  k  q+ (q— 1) 


La  somma  dei  termini  componenti  il  grappo  che  comincia 
con  a»"  è  inferiore  a:  . 

.(r+1)   -  r  Ja  , 

e  inoltre  le  due  serie 

r=oo  r=oo 
S  (r  +  1)^  .      ,        ,9    r^  .  «r 

r=k  r=^k 

Sono  convergenti,  perchè  in  ciascuna  di  esse  il  rapporto  di  un 
termine  qualunque  al  precedente  ha  per  limite  il  numero  « 
minore  di  1. 

Perciò,  per  V  osservazione  fatta  precedentemente,  c  pure  con- 
vergente la  serie  data,  e  il  teorema  è  dimostrato. 


•L'  ri  \" 

II' 


Esempio,  —  Sia  la  scric 

(i;>)  H  u,.     >^  (^1 

(l()\t'  A  e  ini  jiimit'iu  |.n>iii\((. 
Se  k  <  1,  potcìidixi  <cri\ci-c: 

log  n  _    1  n 

si  vede  eh(»,  col  crescere  indefinito  di  //,  Uo  ha  per  limite  zero. 
Ma  avendosi: 

lini     "  — 

\  n..    -  1  , 

si  r  in  mi  caso  dubbio  pel  eanittero  di  convergenza. 

Se  però  si  prende  j)  =  1  —  k,  anche  p  ò  compreso  fra  o  ed 
/  ;  e  siccome  ora  : 


lim    (  ,/  \  .^,\    ,     lini    /  1.,^.  „\  ^ 


si  può  applicare  il  teorema  preoodente,  ed  asserire  che  la  serie 
data  è  convergente. 

Se  k  =  1,  si  trova  applicando  lo  sviluppo  di  Mnclaurin: 


log  u„  =  n  log  ^1  —  =  —  n 


'log  n  (  log  n  )' 


n  / 


essendo  6  un  luunoro  eumpre^u  Ira  o  ed  1.  —  Perciò: 

(16)     log  (  u  u„  )  -  loir  n  -  log u..  =  ^^^p  

^    /  .      log  n  / 


Ora  si  ha: 
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(log       ^  ^  /  log  y  n  ^  ^ 


/  log  V  n  \ 


log  1/'  n 

e  r  espressione   — —  tende  a  zero  quando  n  cresce  indefini- 

Vn  . 

tamente;  si  ha  quindi  in  causa  della  (16): 

log  (  n  Un  )  =  0 

n==oo 
e  conseguentemente: 

(  n  Un  )  =  1 

n=oo 

Questo  prova  (  §  1  )  che  la  serie  (  15  )  è  divergente. 

Siccome  poi  il  termine  generale  di  questa  serie  aumenta 
coir  aumentare  di  k,  è  naturale  che  essa  è  divergente  anche 
per  k  >  1. 

Riassumendo,  si  ha  che  :  La  serie  (  15  )  è  convergente  o  dì- 
vergente,  secondo  che  k  <i  1  ,  k  ^  1. 

La  serie  (14)  è  stata  dimostrata  convergente  per  a  <i  1,  ed 
è  manifestamente  divergente  per  a  1.  Dalla  considerazione 
di  questa  serie  si  deduce  il  seguente  carattere  generale  di  con- 
vergenza: Essendo  p  un  numero  compreso  fra  o  ed  1,  la 

serie  a  termini  positivi  (  2  )  è  convergente  o  divergente,  se- 

1 

nP 

condo  che  col  crescere  indefinito  di  n  la  quantità  Un  tende 
a  un  limite  minore  o  maggiore  dell'  unità, 

Infatti;  supposto  ad  es.  che  detto  limite  sia  minore  di  1, 
indicando  con  a  un  numero  minore  delF  unità,  per  un  certo 
valore  convenientemente  grande  di  ^  e  per  i  successivi  deve 
essere  : 

1  1 


nP  (n4-l)P 

Un  «     ,     Un-fl        -1  « 
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e  quindi  anche  : 

nP       (n-fl)P  (n  +  m)P 

Un  -h  U  „  4- 1    f-    |-  U  „  -I-  ,„        a     +  a  +    +  a 

Ora  essendo  nel  caso  attuale  a  <  1,  la  serie  (14)  è  conver- 
gente e  quindi  il  limite  del  secondo  membro  dell'  ultima  dise- 
guaglianza e  zero.  KMsulta  dunque  per  (jualsiasi  valore  del- 
l' intero  m  : 

(U.,    +    Un -1-1    +    4-    Un{-m)    =    0  , 

n— OC 

il  che  prova  la  convergenza  della  serie  data. 

In  modo  simile  si  prova  la  divergenza  di  essa,  nel  caso  in 
1 

n  P 

cui  il  limite  di  u„      è  maggiore  di  1. 


§  6.  —  Essendo  F  (n)  una  funzione  finita  e  continua  di 
n  che  ammette  una  derivata  /  (n),  si  consideri  la  serie 

oo 

(17)  /'(n) 

1 

Avendosi  da  un  principio  noto: 

(18)  F  (n  +  1)  -  F  (n)  =  /(n+fij  , 

dove  6.,  è  un  numero  compreso  fra  0  ed  1,  si  ricava  facilmente: 
n 

S      (n  +  0n)  =  F  (n-f  1)  —  F  (n) 
1 

Questa  formola  fa  vedere  che:  La  serie 
oo 

(19)  5    /-(n  +  fl..) 
1 
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(>  conrergcnte  sempre  e  solfa  ni  n  (/nnndo  la  funzione  F  (n), 
per  n  ~  ?o,  ha  un  lintiU'  delermi nato  e  finito. 
Essendo  poi 

S  1/  (n  +  Sa)  -  /'  (n)]  =  S  /•  (n  ^  b,,)  -  S  f  (n)  , 

se  ne  deduce:  Quando  la  serie 

(20)  ^  [^(n  +  a„)  ~  ^(n)] 

è  convergente,  le  due  altre  serie  (17),  (19)  sono  convergenti 
o  divergenti  insieme. 

I  risultati  precedenti,  oltre  servire  per  decidere  in  molti  casi 
della  convergenza  o  della  divergenza  di  una  serie,  permettono 
anche  di  determinare  in  tutti  i  casi  due  limiti  fra  i  quali  è 
compresa  la  somma  de'  suoi  primi  n  termini.  Avviene  inoltre 
che,  mentre  si  applica  il  metodo  esposto  a  una  serie  speciale, 
si  è  spesso  condotti  ad  altre  serie  importanti  collegate  colla 
data,  e  delle  quali  si  riesce  a  fissare  i  caratteri  di  convergenza 
0  di  divergenza. 

Esempi  —  1°).  Se  si  considera  la  serie 

(con  k  5  1)  , 


oo  ^ 


1 


essendo  ora: 


1  n'-'' 
r  (n)  =  -t       ,      F  (n)  = 


1-k  ' 


la  relazione  (  18  )  ci  dà 


(21) 


1-k  (n  -f  tìn)»^  ' 

e  da  questa  si  deduce: 

(n  +  D^-^-n^-k  1  ni-^~(n-l)i-^ 
1— k  1-k 


Ili 


Si  h:i  diiiKiiH.'  In  liiniliizioiie : 


1-k 


1 


k 


la  quale  foriiisoc  in  tutti  i  c-asi  duo  limiti  Tra  i  (inali  ò  com- 
presa la  somma  dei  primi  a  termini  dr Ila  serie  data. 

Dalla  (22)  si  rileva  che  la  serie  data  è  convergente  per 
k  >  1,  divergente  ])er  k  -1  1.  —  Nel  primo  caso  si  ha: 


lim   (n+l)!-»^  — 1    ^    lini    n'-^-ì  _  1 


1— k 


n=^    1-k        k  — 1  ' 
1 


e  quindi  la  sonuìuf  della  serie  è  eompì'esa  fra       ^  ^'  ^  +  ì  7 

k  —  1  K — 1 


Nel  secondo  caso,  togliendo 
limitazione  (22),  si  deduce: 


1-k 

(n  +  1  -1 

1-k 


dai  membri  della 


n 

1 


1  (n+l)^  —  1 
1^  ~        1— k 


1  1  — 


(n  f  l)'-'^-n' 
l--k 


E  poiché  il  terzo  membro  di  (|uesta  limitazione,  col  crescere 
indefinito  di  n,  ha  per  limite  1,  si  conclude  che:  Quando  k  <:  1, 
la  serie 


co 
S 
1 


1       (11  +  1) 


'-k 


n^ 


1 


é  comergenie  e  la  sua  somma  è  compresa  fra  o  ed  1, 
Nel  caso  particolare  di  k  =  1,  avendosi 


f  {n)  -  -i-  ,     F  (n)  =^  logn  , 


le  relazioni  (21),  (22)  vengono  sostituite  dalle  altre  ; 
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log  (n+1)  —  log  n  = 


^  1 

(23)  log  (n  +  1)   <        —   <i  1  +  logn 

1  ^ 

Quest'  ultima  ci  fornisce  due  limiti  fra  i  quali  e  compresa 

oc  ^ 

la  somma  dei  primi  n  termini  della  serie  armonica   8  —  . 

1  II 

Togliendo  logn  dai  tre  membri  della  limitazione  (23)  e  poi 
passando  al  limite  per  n  =  oc,  si  trova  che:  La  seine: 

oo 


8  (  —  —  log  n  \ 
l     ^  n  / 


è  convergente  e  la  sua  somma  ( costante  di  Eulero  )  è  coni- 
presa  fra  0  ed  1. 

2°  ).  Nel  caso  della  serie 

(24) 

1  2 

si  ha: 

cos  (a  log  n)  sen  (a  log  n) 

f  (n)  =   :         ,    F  (n)  =  , 

n  a 

e  quindi  la  serie  (  20  )  ora  si  scompone  nella  somma  delle 
altre  due 


o  ^"  logn) 
^  n(n-K,) 

I""  a 
—  logn(n  +  Q.) 


sen 


[-log(l+-)J 


n  +  5n 


La  serie  (  25  ),  avendo  i  suoi  termini  minori  dei  corrispon- 
denti della  serie  convergente  ^  ^^^^  P^-^^'^  convergente. 
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Essondo  poi  : 

r  a  "I 

mod  son  lo^^- n  (n  — 0,.  )    1       1  , 

1  8on    — -  lon'  '  1  •-— )      <  mod  4"  log  (1  +  — ) 
L  -  ^  J  2  n  / 


e  quindi  a  più  forte  ragione: 
mod  scn 


-]og(l  +  -)     -  mod-, 


il  modulo  del  termine  generale  (2G)  è  minore  di 


n  (  n  +  9.  ) 
a 

quindi  anche  minore  di     -  . 

ir 

La  serie  (  26  )  ò  quindi  convergente,  e  tale  quindi  è  la 
serie  (20). 

Osservando  allora  che  in  questo  caso  il  valore  della  fun- 
zione F  (n)  non  può  mai  superare  -^,se  si  applicano  le  con- 

a 

siderazioni  precedenti,  si  giunge  a  concludere  che  la  .scr/c  (24) 
è  coììveì-gcnte. 
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PARTE  II. 
Su  due  particolari  sviluppi  in  serie 


§  7.  —  Se  è  un  numero  positivo  qualsiasi  la  cui  parte 
intera  è  a  ed  m^,  mi,  m.^ ,  .«  dei  numeri  interi  e  posi- 
tivi dati,  si  può  mettere: 

(27)  x==a  +  2^, 

essendo      un  numero  conveniente  minore  di  m^. 
Indicando  con  u^  la  parte  intera  di  Xq,  si  ha: 

mo      mo  mp 

Uo         Xo         \\  +  1 

e  perciò  ^  è  un  valore  di   —  approssimato  per  eccesso  a 

Uf)  Xo 

meno  di 

m  „        m .  m„ 


Uo         Uo  +  1        Uo  (Uo  +  1) 

Potendosi  allora  scrivere: 


,  mo  m, 
X  =  a  +  

Uo  Xj 


con  Xi  >  mi,  se  s'indica  con      la  parte  intera  di  x,,  si  ha: 


mi  mi  mi 

<j  —  <d 


U,      ^         X,       '   Ui  +  1  ' 

e  quindi  —        ò  un  valore  approssimativo  di  —       per  di- 
u,  Xi 

m 

fetto  a  meno  di   ^- —  .  8i  potrà  dunque  scrivere: 
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'  m„      m,  ,  m, 

X  =  a  +  -    —       -1  , 

Ilo  111  X, 

essendo  x,  >  m, . 

Seguitando  in  modo  simile,  si  giunge  a  concludere  che: 
Qìtahi Hfiìir  numero  rcftic  e  pnsillro  x,  1<t  fin'  pftrlc  iiUvi'd  r 
a,  ('  srfi H ppnhih'  in  iuid  serie  (  liniihiln  n  iHiiHÌIfi(n  )  (ìclift 
forììKi  : 

(28)      x  =  a4-"'--'"'  +  "'-  


U,         U,         U,  Un 

dare  mo,  m,,  m.^,    m„ ,           ^oìio  nirmcri  interi  e  posi- 

tivi asser/nafi  preventivamente  ad  arhUrio. 

Dal  processo  stesso  della  dimostrazione  risulta  che  ad  ogni 
sistema  di  valori  pei  numeri  m,  corrisponde  pel  numero  dato 
X  uno  sviluppo  (28)  unico  e  determinato. 

Inoltre  Terrore  che  ?;i  commette  nella  valutazione  di  ./•  ai're- 

standoei  al  termine        è  dello  stesso  secrno  di  questo  termine 

Up 

e  in  valore  assoluto  minore  di  ™° 


Up  (Up  1) 

Se  lo  sviluppo  (  28  )  è  limitato,  il  numero  x  evidentemente 
è  razionale. 

Reciprocamente  .v^'  //  numero  x  è  razionale,  qìialìfnque 
sviluppo  (28)  ehe  vi  corrisponde  è  necessariamente  limitato. 
Ponendo  infatti  : 

X  _  a  —  A  _  nio  _^  m,  _        _^mp      ^         p  +  i  Ap 

B   '  B      Uo  '  Ui  Up  Bp 


si  hanno  le  equazioni  : 

A     nio     nii     m,  _^  nin 

B       Uo       u,       u,  ~~  Un 

A  mo  Bnio — Auo  Ao 
B      Uo  Buo  Bo 
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A  ^  iTio  ^  m ,  _  ^  ^  _  15  ~  _  ^1 
B      IL      Ui         B„      11,  B„  II,  Bi 


A  __mo  _^  mi  nip  _  _^  Ap 

B      Uo      Ui  ~  Up      ~~  Bp  ' 

dalle  quali  si  ricava: 

A,     Buio  —  Allo ,  Bo  =  Bii,  ;  A,     Bo  mi  —  Ao  111  ;     =  B,.  u,  ;  

Ap  =  Bj,_i  iTip  —  Ap_i  Up  ,  Bp  =  Bp  1  iip 

Ora,  per  la  legge  stessa  dello  sviluppo,  si  ha  la  limitazione; 

mp       Ap_i  ^  mp 
Up       Bp_i      Up  +1  ' 

dalla  quale  sì  ricava  : 

Ap_i  >  Bp_i  mp  —  Ap_iUp  ,  ossia:  Ap-i  >  Ap  . 

I  numeri  interi  e  positivi  Ao ,  A,,  A2 ,           vanno  dunque 

diminuendo,  e  perciò  ve  ne  deve  essere  uno  che  è  zero.  —  Se 
questo  è  Ak  ,  risulta: 

A  iHo  ,  nii  mk 
B      Uo      Ui  Uk 

da  cui: 

A  mo     m  mk 

X  =a  +  — -  =  a+  h  =t: —  , 

B  Uo      Uj  Uk 

che  costituisce  uno  sviluppo  finito  di  x. 

Come  conseguenza  di  quanto  procede,  si  ha  che:  Se  un  nu- 
mcro  X  si  sviluppa  in  nna  serie  inimitata  della  forma  (28), 
quel  numero  è  necessariaiucnte  irrn zionale. 

Lo  svihippo  precedente  può  servire,  come  le  frazioni  con- 
tinue, a  valutare  una  quantità  numerica  x  con  un  errore  mi- 
nore di  -i-  in  valore  assoluto, 
k 


Per  ciò  faro,  basta  sviluppare  il  numero  x  in  una  serie 
della  forma  (28),  supponendo  inoltre  per  maggiore  semplicità: 

mo  =  m^  =  m,  =    =  1 

Se  si  spinge  allora  lo  sviluppo  tino  al  punto  da  avere: 

Up  (  Up  +  1  )  ^  k  , 

la  serie 

dà  il  valore  domandato  del  numero  x. 

Per  il  calcolo  in  discorso  possono  essere  utili  le  forinole 
ricorrenti  già  dimostrate,  le  quali  ora  si  riducono  alle  seguenti: 


Ap  =  Bp-i  —  Ap_i  Up  ,  Bp  =  Bp_i  u 


p  • 


§  8.  —  Un  altro  sviluppo  analogo  al  precedente,  e  che  può 
applicarsi  a  qualsiasi  numero  positivo  x,  è  quello  che  si  va 
ora  ad  indicare. 

Neir  equazione  (  27  )  si  denoti  con  (  Vo  —  1  )  la  parte  in- 
tera di  a'o .  Si  ha  : 

Vo  —  1    <    Xo    <  Vo 

e  quindi: 

mo         nio  mo 


Vo— 1  X,  Vo 

di  guisa  che  —  è  un  valore  approssimato  di  —  per  difetto  a 

Vo  Xo 

m 

meno  di  — ; — ^— -  .  Come  valore  di  x  si  trova  allora: 
Vo  (Vo— 1) 

mo  mi 

X  =  a  +  —  +  —  ,  (con  Xi  >  mj  , 

Vo 
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Indicando  parimente  con  (  Vi  —  1)  la  part(3  intera  di  x,  , 
si  ha: 

» 

m,  mi  m, 


1  X, 


e  quindi    —   è  im  valore  di    —   approssimato  per  difetto  a 

Vi  X 


meno  di 


m, 


Si  ha  cosi  per  valore  di  ^i?: 

nio       m,  m, 
x=:a  +  —  +  —  +  —   ,  (con  X,  >  . 

Vo  Vi  X, 

Seguitando  in  modo  simile,  si  giunge  a  concludere,  che: 
Qiinisiasi  ufimero  reale  e  posilico  x,  l(i  ori  parte  intera  è  a, 
è  suscettibile  di  essere  sviluppato  in  una  serie  (  limitata  o 
iltimitala)  della  forma: 

/oox  mo     mi     ra,  ,  ni„ 

(29)      x=:aH  1  V  h  H  h    , 

V,       Vj        V,  v„ 

dote  mo ,  nii ,  mj ,  mn ,  sono  numeri  interi  e 

positivi  dati  a  priori. 

Anche  qui  si  hanno  proprietà  analoghe  alle  precedenti. 

Per  un  determinato  sistema  di  valori  delle  ni,  un  numero 
dato  ^1?  è  in  un  sol  modo  sviluppabile  in  serie  (  29  ),  la  quale 
riesce  limitata  o  illimitata  secondo  che  x  è  razionale  o  irra- 
zionale. 

U  errore  che  si  commette,  nella  valutazione  di  x,  troncando 

nip  ^     .  mp 


la  serie  (29)  a  un  termine  qualunque  —  è  minore  d_  ^ 

Vp  Vp(Vp--l) 

E  quest^  ultima  proprietà  ci  dà  un  altro  modo  per  calcolare 

A'  1 

un  espressione  numerica  oo  a  meno  di       .  ecc.  ecc. 


2Ì 

§9.-1  due  sviluppi  (28),  (29)  possono  essere  più  facil- 
mente ottenuti  colle  seguenti  considerazioni. 

Supposto  per  più  generalità  che  il  numero  x  abbia  la  for- 
M 

ma  —   ,  si  divida  M  per  N  e  si  chiami  q  il  (|uoto  intero  ed 

r  il  resto;  si  ha  allora: 

M  r  ,  mo 

(^0)  N  =  ^  +   N   =      +  (N^ 

Si  divida  Nm„  per  r  e  si  chiami  q„  il  quoto  intero  e  't\  il 
resto. 

Si  ha  allora: 

Nmo  =  rqo  +  ro 

e  quindi  : 

M  m„     /m,,      r  \  m,,  r» 


M  m„     /m,,      r  \  m,, 


N 


lo 


m„  m 


Se  in  modo  simile  si  divide  Nmiqo  per  ro  e  si  chiama  q^ 
il  quoto  intero  ed  r,  il  resto,  si  ha: 

Nmi  qo  =^  roqi  + 

e  quindi: 

^  _  ^  _^  m^     5]j  ^  A^^  t     Jì^\  _  q  ^         —  + 


N  q,      q,       \iu      ^^iJ  qo       qi  Nqoq, 

Seguitando  in  modo  simile,  si  giunge  alla  regola:  Per  otte- 

M 

nere  lo  sviluppo  del  numero  —      sene  della  forma  (28), 

basta  eseguire  le  divisioni  alle  quali  corrispondono  le  egua- 
glianzQ  : 


  +  - 

r,  r, 


dopo  di  che  si  ita  : 

^  —  c   +  —   —  — '   +  — '  _ 
N  ciò  c[, 

Se,  partendo  dalP  eguaglianza  (30),  s'indica  con  (q^  —  1) 
il  quoto  e  con  l'o  il  resto  della  divisione  —-5^^-  ,  si  ha: 

Xm^^  ^  qoT  —  r  +  r^,  ,  donde:  qo  r  —  N  m,,  =  r  —  r^ 
e  quindi: 

M         m,)    /  r      mo\         m„    qor  —  Nnio         yi\    r — r„ 


IVI  m,)    /  r       mo\  m„    q^^r  —  iNnio  r- 

N  qo     V  N       qo  /  fjo  Nc|o  Mo 

q  +  —  + 


qo     V  N       qo  /  qo  Nqo  qo  Nqo 

nij 


Si  divida  ora  N  mi  qo  per  (r  —  ro)  e  sia  q,  il  quoto  intero 
ed  r'i  il  resto;  si  ha: 

N  nii  q.)  =  qi  (  r  —  ro  )  —  (  r  —  r,  )  +  l'i  , 

d' onde  : 

q,  (  r  —  ro)  —  N  m,  q^       r  —  ro  —  ri 

e  quindi: 

M       ,  nio  ,  mi  ,  /r— r,    m,\  m»  ,  m,  q,(r— -ro)— Nmiq„ 

N  qo     qi      ^Nqo      qi/  qo     qi  Nqoqi 

m„     mi     r  — f„  — ri 

q  +  —  4  +  — .  V  

qo      q.  Nqoq, 
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Soffiiitando  in  modo  similo,  si  trovn  chf»:  l'cr  srihtppare 
un  nitmero  ~  ///  srric  de/fa  fin',,ni   (20),  ìkisìh  esr(ju(re  le 

dìi'ìsioni  c/lC  aUHO  dr/i/u'/c  dtillc  ciiinujl t<inZc  : 

r     r„  —  r,  r     r  ---  i  ; 

d()\)(i  di  i'ììv  si  II  a  : 

M  m,.       rn,  iii, 

Osservazione,  —  Se  ^  ^  razionalo,  e  quindi  la  serie  che 

vi  corrispondo  limitata,  conio  denominatore  delT ultima  fraziono 
devesi  prondorc  il  (junto  drlT  ult ima  divisione  tal  (pialo  si  ò 
ottenuto  (  e  non  ([ucsto  (pinto  aumentato  di  1,  come  si  fa  por 
lo  altre  fra/.iniii  dio  non  sono  l'ultima^. 

Ksciìipio.  —  Applicando  lo  due  specie  di  calcoli  indicati  in 

questo  paraiirafo  alla  fiM/ione    J*^  ,  supponendo  in  entramlu 

elio  lo  /))  siano  dapprima  tutte  eiruali  all'unità  o  poscia  eguali 

ai  nuuKM'i  pari  i\  4,  i»  si  trovano  i  qiuittro  seguenti 

sviluppi  : 

7-2        "^12       14     004  8      41  17712 

11        1,24  6 


2      lò     360  4      Ò8  12528 

§  10.  —  Perchè  lo  serie 


m„  ni,  m. 
Uo       Ui  u, 
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nio     m,  m, 
aH  1  H  h   , 

Vo        Vi  V, 

dove  le  m,  le  u  e  le  r  sono  numeri  interi  e  positivi,  apparten- 
gano rispettivamente  alla  classe  delle  (28),  (29),  è  necessario  e 
sufficiente  che,  per  qualunque  valore  di  n,  si  abbia: 

m„       mn  +  i       mn4.2  mn-i 

— -  —  ^  +  —   <  ;  ni 

nel  primo  caso,  e  : 

•        A  1  ■ — [■   <^  

Va  Vn-fl  Vn-f2  Vn-l(Va_l  — 1) 

nel  secondo.  —  Infatti  per  le  serie  (28),  (29)  queste  condizioni 
sono  soddisfatte.  Se  viceversa  queste  condizioni  sono  soddisfatte, 
sviluppando  le  quantità 

X  —  a  +--——+  —  — 
^  ~  '  u, 

mo      m,  m„ 

x  =  aH  \  1  h  

Vo         Vi  V., 

rispettivamente  in  serie  (28),  (29),  si  trovano  appunto  questi 
sviluppi  stessi. 

Ne  viene  di  conseguenza  che  :  Se  in  una  serie  illimitata  e 

c(  HIT  erg  ente  che  (ihì)i(i  una  delle  due  forme  : 

mo      m,      m,  m.» 
(^1)  +   

U^,  Uj  Uj  U:{ 

m„      mi      m,  m;, 

V„  V,  V,  \h 

(dorè  le  m,  le  u  e  le  v  srmo  numeri  interi  e  posilivi)  da  un 
cerio  ìxilore  di  n  in  poi  è  sempre  verificala  rispeltitmmen(e 
r  una  e  /'  altra  delle  condizioni  : 
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/Qox             '  m  „  •  I  m  n  4  ?   ,    ni  n  -t-:< 

Uu  (  II.,   •    1  )  u     •  1  n  „  ri  li 

ni„  m  „  in  „  ^2    .    in    i  3  . 

—  7-  >    1  h 

V..  (v„    -  1  )  V       i  V                 V  s 


cìascmift  (le/lo  serie  CU)  lui  prt'  soimud  un  numero  ir- 

vaziaiìdlr. 

InTatti,  osscndu  SDcldisriittc  le  c-Diidiziuni  prceedL'nli,  le  serio 
(81),  (8:2)  appartengono  risitettivaniente  alla  classe  delle  serie 
(2S),  (20),  e  sic(Mune  sono  serie  illimitate,  non  possono  rappre- 
sentare che  numeri  irrazionali. 

Ossrrraziinìr.  —  Scrivendo  il  secondo  membro  della  (33) 
sotto  la  forma  : 

m,.4-i       /  m  „  ni ,.-+-:(  \       /  m  ,.    1       m  n  -j-  5  \ 

per  essei'c  la  serie  (;>l)  converLfrnte,  o^iii  binomio  cliius(j  in 
parentesi  è  positivo,  e  (piindi  la  condizione  (33)  e  necessaria- 
mente soddisfatta  appena  che  sia  so<ldisfatta  una  drlle  altre: 

 nin  ni  nH-l 

u„  (  u„  +1  )  =     U  ,,-+-1 

ni„  m  n-+-i        m  n-f-2       m  n-4-3 


U„(U„-t-l)    U,.H-i  U  ,.-f->  U  ,.-4-.{ 

 ecc. 

Si  consideri  ad  es.  la  serie 

1   ~"  i>    ~   G  ~  42  ^  180G 


in  cui  il  denominatore  di  ciascun  termine  è  eguale  al  denomi- 
natore del  termine  precedente  moltiplicato  per  il  numero  che 
immediatamente  lo  segue  nella  serie  naturale. 
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La  serie  è  evidentemente  convergente,  e  poiché  per  essa 
sussiste  la  condizione  : 

1  1 


u,.  (u..  +1)  U  ,,-+-1 

si  conclude  che  la  sua  somraa  è  un  numcì'o  irrazionale. 
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